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. flx) = |x| fonksiyonunun Fourier serisini —7 < x < 7 kiimesi lizerinde hesaplayiniz.
. Iki basamak fonksiyonunun toplaminin yine bir basamak fonksiyonu oldugunu ve

b b b
J @ +w)@dx = [ gwds+ [ yxds

oldugunu ispatlayniz.

a. fe Rla,b] iken f € L*[a,b] oldugunu gosteriniz.

b. L*[a,b] nin R[a,b] den ¢ok daha genis bir kiime oldugunu gosteriniz.
Eger L siifindaki fonksiyonlarin bir dizisi (f,) h.h.h. bir f fonksiyonuna yakinsar ve eger her » i¢in |f,(x)| < g(x)
h.h.h. olacak sekilde bir g € L fonksiyonu var ise, f € L oldugunu ve IZ fx)dx = lim j : fn(x)dx esitliginin
saglandigini gosteriniz. (Not: M.Y.T. ni kullaniniz.)

Siirekli fonksiyonlar uzayinin tamlanisinin R[a,b] uzay1 olmadigini fakat L[a, b] uzay1 oldugunu gosteriniz.(Not:
Siirekli fonksiyonlar uzayinin basamak fonksiyonlar1 uzayinda yogun oldugunu kullaniniz.)

Cevaplar
fx) = |x| fonksiyonunun Fourier serisini —7 < x < 7 kiimesi {izerinde hesaplayalim.

a, = % .[f(x)cosnxdx, n=0,1,...

b, = % Jf(x)sinnxdx, n=12,...
olmak tizere

fx) = lao + ) (arcoskx + bysinkx)
2
k=1

fnin [, 7] deki Fourier serisi oldugunu biliyoruz..f(x) = |x|.¢ift fonksiyon oldugundan b, = 0 dur.
1 b4 2 (" x2 X=r
=L dx = = dx =
ao I_n|x| X I . xdx

A, =7
T T T |

Vs Vs
ap, = 1 x|cos2nmx dx = 2 X cosnxdx
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¢ift
= %xsinnx ZZ - % I Z sin nxdx
= % COoS nx - —2((_1)2_ D
n-mw x=0 mn
dir. O halde
- 2(D)"-1) 4 3 5
_ _ = cos cos cos
|X|—7+;TCOSHX—7—F< 12x+ 32x+ 52x+...)

bulunur.

o(x) = 2 by, (x),p(x) = ;aixh(x) basamak fonksiyonlar1 veUL, [; = U, I; = [a,b] olsun. O halde

J=1



n m n m
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= Z bj%z,-m(uy;l mnt Z dixn(u 1) = Z bix um, ann) + Z aixur, ani)
J=1 i=1 J=1 i=1

= Z b; Z X0+ Z a;i Z Xnny = Z Z(Gi +bj) X,
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O halde ¢ + y fonksiyonu /; N /; araliklar1 lizerinde a; + b; sabit degerlerini alan bir basamak fonksiyonudur.
Integrali i¢in Z; N I; araliklari ayrik olduklarindan

jj(w +y)@dx = DD (ai+ b NL] = D Y allin L+ Y D bl N
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bulunur.
3. a. fe R[a,b] iken f € L*[a,b] oldugunu gosterelim:
[a,b] *nin boliintiisti P, olsun

P, :a=x0<x1 <...<xpm=25b

b—a

oyleki xx — xj1 = > olsun. Bu boliintii igin my = inf{f(x) : x € I} ve I} = (xi-1,xx) olmak lizere

on

On = Z mrxi,
k=1

seklinde taniml1 bir ¢, basamak fonksiyonunu esleyelim. O halde [a, b] lizerinde A.h.h. ¢, 1 fdir. Bu ylizden
f € L* ve L* smifi anlaminda

b b
lim [ pa()dx = [ fix)ax
dir. Diger bir taraftan

lim j " on()dx — j "f)dx

dir Eger f Riemann integrallenebilirse alt Darboux integrali Riemann integraline esit olacagindan

b b b b
@) [ feds = tim [ pudr = [ fyds = [ fox @)
bulunur.
b. L*[a,b] nin R[a,b] den ¢ok daha genis bir kiime oldugunu gosterelim:

Biliyoruzki Dirichlet fonksiyonu D(x), x irrasyonelse 0 ve x rasyonelse 1 ’e esittir ve Riemann integrallenebilir

fonksiyonlar uzay1 iginde olmadigin1 biliyoruz. Bu yiizden D(x) ’in L* sinifinda oldugunu gostermemiz
yeterlidir.

(pn(x)) = (0) basamak fonsiyonlarinin dizisi monoton azalmayandir ve V7 i¢in
b

I Qn(x)dx = 0 smirlidir.0 = lim,-w(@,(x)) = D(x) h.h.h. oldugundan D(x) € L* ve

b b
[ Deydx = Jim [ pa(o)dx = 0
dur.

4. Eger L smifindaki fonksiyonlarin bir dizisi (f,,) h.h.h. bir f fonksiyonuna yakinsasin. Simdi M.Y.T. ni kullanmak igin
(f») den iki monoton dizi asagidaki sekilde olusturabiliriz.



[ ler integrallenebilir ve integrallenebilir fonsiyonlarin maksimum ve minimumlarida integrallenebilir oldugundan
Enk = max{fn, ntlye .- >fn+k} e L

e = min{fo, fusts oo furky € L

dir. Her n i¢in [f,(x)| < g(x) (h.h.h.) olacak sekilde bir g € L fonksiyonu var ve g, < g ve —g < hy oldugundan her
k igin

ignk(x)dx < }g(x)dx ve — j)‘g(x)dx < j)-hnk(x)dx

a a a a

dir. Bu ylizden M.Y.T. den limj0o gt = g» ve limy.o hnr = h, fonksiyonlar integrallenebilirdir.

gn = sup{fu,fusis... p ve h, = inf{fy, fri1,... }
olmak iizere genis kiime {izerinde alinan supremum daha biiyiik infimum ise daha kiigiik oldugundan (g, ) monoton

azalan ve (/,) monoton artandir (f,,) in limiti ile sup ve infinin limiti ayn1 oldugundan limg, = limh, = f(h.h.h.)
dir.Hem (g,) hemde (%,) monoton ve 4. h. h. fye yakinsadiklarindan M.Y.T.den f € L ve

jzf(x)dx = lim jzg,,(x)dx = lim jb.h,,(x)dx

a a a

dir. Diger taraftan, 4,(x) < f,(x) < g.(x) ve boylece
b b b
[ oy < [ fuodx < [ gu(yx
dir. Buradan
b b
lim [ f,(x)dx = [ fox)d

dir.

5. fe Lvee > 0olsun. g € Cla,b] vardir dyleki ||[f— g|| < &; yani Cla,b], L *de yogundur. Siirekli fonksiyonlar
uzayinin basamak fonksiyonlar1 uzaymda yogun oldugundan & > 0 i¢in [a,b] de bir basamak fonksiyonu ¢ i¢in dyle
bir g siirekli fonksiyonu vardir ki

lo—gll <&
dur. Simdi L* sinifi fonksiyonlar1 i¢in 6nermeyi ispatlayalim.
f e L vee > 0olsun. O halde [a,b] *de bir ¢ basamak fonksiyonu vardir dyleki

If-ell <&
dur. Gergekten, 4. h. h. f’ye yakinsayan basamak fonksiyonlarinin monoton artan bir dizisini secelim. O halde (f — ¢)
h.h.h. 0’a monoton azalir, ve boylece M.Y.T.den

b b
lim j Jf0x) — @n(x)|dx = lim j [x) — @n(x)]dx = 0

dir. Simdi 6nermeyi L sinifi fonksiyonlari i¢in ispatlayalim.
f € Lolsunve fi,f> € L* olacak sekilde f' = fi — f> olsun. € > 0 iginref: ldenj = 1,2 i¢in ||f; — @; || < % olacak
sekilde ¢ ve ¢, fonksiyonlarini buluruz. O halde, ref: 2 den bir siirekli g fonksiyonu bulunur dyleki
lg— (o1 —2)]| < 3 ’tiir. Boylece
If=gll = lIth —12) — gl
< I(fi =f2) = (@1 —2) | + [ (1 — @2) — gl
< i =il + 112 = @2l + [ (@1 — 92) — gl

£, & & _
<3-+-3+3 &

bulunur.



