MAT 301 Gercel Analiz I Giiz 2008-2009 Ara sinavi
Sorular
1. a. F Cantor iigliik kiimesi ile terimleri {0, 1} den olusan tiim diziler kiimesi 2" nin denk olduklarin1 gdsteriniz.
b. 2N ile P(N) dogal sayilarin kuvvet kiimesinin denk olduklarini gosteriniz. (yol gdsterme:
a=A<a,y — gla) =4{n e N: a, =1} fonksiyonunu géz 6niine alin.)
c. P(N) ile R nin denk kiimeler olduklarini gdsteriniz.
2. Sifir 8lgiimlii kiimeyi tammlayimz. Eger 4 = | J°_, A, A, Olgtimii sifir olan kiimeler ise 4 nin dl¢iimiide sifirdir
gosteriniz. Varsa sayilabilir olmayan fakat sifir 6l¢timlii kiime 6rnegini gosteriniz.
3. Sayilabilirligi tanimlaymiz ve diizlemin rasyonel bilesenli biitiin noktalar kiimesinin sayilabilir oldugunu gosteriniz.
(yani Q x Q = N)
4. f: X - Y orten doniisiim ise B < Y igin

MF'B)] =8
oldugunu gosteriniz.
1
2
6. Hemen hemen heryerde (4. 4. h. ) kavramini tanimlayiniz. [a, b] izerinde Riemann integrallenemeyen fakat Riemann
integrallenebilen bir fonksiyona h.h.h. esit olan bir fonksiyon drnegini veriniz.

5. flx) = x fonksiyonunun Fourier serisini ‘2—1 <x < 5 ve 0 < x < 1 kiimeleri lizerinde ayr1 ayr1 hesaplayiniz.

7. Siirekli fonksiyonlar uzayinin tamlaniginin Riemann integrallenebilir fonksiyonlar uzayi olmadigini bir 6rnekle
gosteriniz.
Cevaplar
a. F Cantor tgliik kiimesi ile terimieri {0,1} den olusan tiim diziler kiimesi 2" nin denktirler. Cantor kiimesi

);Z seklinde yazilabilir 6yleki x, sadece 0 veya 2 dir. Yani, Cantor kiimesi

N

tanimindan her x € Figinx = )
n=1

ticliik agilimlar1 sacece 0 ve 2 rakamlarini igeren [0, 1] deki reel sayilardan olusur. Bunu kullanarak toplamdaki
x, dizisinden terimleri 0 veya 1 den olusan bir dizi elde edebiliriz. Vx € Figin f{x) = {XT} B & 2% seklinde
tanimli fonksiyon F - 2N ye 1 — 1 ve 6rtendir. ’
1 —11lik: x # yise 3n € Niginx, # y, dir. O halde XTH + yT” oldugundan {%’}; * {%’}; yani
flx) = fly) dir.
Ortenlik: x, 0 veya 1 olmak iizere V{xapo, € 2ViginIx = ) 23);” € F var oldugundan f 6rtendir.

n=1

b. 2% ile P(N) dogal sayilarin kuvvet kiimesinin denk olduklari: @, 0 veya 1 olmak iizere
a=-Aany, — gla) ={neN:a, =1} € P(N) fonksiyonunu géz oniine alalim.

g fonksiyonu 1 — 1 dir:a + b = {a.}, | # {b.},_, = In € Nigina, # b, dir. Ohalde a, = lise b, = 0
veya a, = 01ise b, = 1 dir. O halde g nin tanimindan n € g(a) = n ¢ g(b) veyan ¢ g(a) = n € g(b) dir.
Buradan g(a) # g(b) bulunur.

g fonksiyonu orten dir: V4 € P(N) i¢in 4 ya ait dogal sayilar1 indis olarak alarak o indisli terimleri 1 diger
tiim terimleri 0 olan dizia = {a,}, , € 2" dir dyleki g(a) = {n e N : a, = 1} = 4 € P(N) dir.

c. P(N) ile R nin denk kiimelerdir ¢iinkii P(N) nin kardinalitesi 2¥° ile R nin kardinalitesi ¢ birbirine esittir.
(Continum Hipotezi) Denk kiimeler olduklarindan aralarinda bijektif bir doniigiim vardir. NOT: Bu doniigim su
sekilde kurulabilir. Ilk olarak: Eger 4 sonsuz bir kiime ve B/f(4) kiimesi sonlu veya sayilabilir olacak sekilde
f: A - B fonksiyonu 1 — 1 oluyor ise, o zaman 4 ile B nin denk kiimelerdir 6nermesini gosteririz.Ikinci olarak:
(0, 1) araligindaki reel.sayilarin [0, 1) ve (0, 1] kullanilarak elde edilen ikilik gosteriliminin farkli oldugu
noktalar kiimesinin sayilabilir oldugunu sdyleriz. (Ornegin 4 € (0,1) igin [0, 1) bdliintiileri ile - = 0,0T ikilik
acilimina sahipken (0, 1] boliintiileri ile % = 0.1 ikilik ag¢ilimina sahiptir. Bu sekilde % nin kuvvetleri farkl
ikilik agilimlara sahiptir.) Ugiincii olarak: Vx € (0,1) i¢cin x = 0,k 1k2ks... [0,1) ile elde edilen ikilik
gosterilimi i¢in f{x) = {n € N : k, = 1} fonksiyonunu ele aliriz. (NOT: f'nin iyi taniml olabilmesi i¢in her
elemanin tek bir ikilik agilim1 olmalidir aksi halde 6rnegin % nin goriintiisii hem f(%) = {1} € P(N) hemde
f(%) = {2,3,4,...} € P(N) olurdu.) Gosteririz ki P(N)\f{0, 1) sayilabilir olacak sekilde f': (0,1) - P(N) nin
birebir oldugunu kullanip ilk gosterdigimiz dnermeden (0,1) =~ P(N) elde edilir. Boylece (0,1) = R
oldugundan ispat biter.

2. Tanim: R nin bir 4 alt kiimesinin 6l¢gtimii sifirdir eger her € > 0 igin /;,/>,... a¢ik araliklar dizisi vardir dyleki

ACLOOJI,,

n=1

veE



o0
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dir.

A, 6l¢iimi sifir olan kiimeler, 4 = U:;l Ayve € > 0 olsun. Her bir # i¢in 4, kiimeleri 7, , £ = 1,2,... araliklar
tarafindan Ortiilebilir. Burada

£
DMl <
k=1
dir. O halde I, araliklar1 n,k = 1,2,... i¢in

A= CJA,, c U{I,,k : n,k € N}
n=1

saglanir.

22l <D g =

n=1 k=1 n=1
dur. Sonug olarak 4 nin 6l¢limiide sifirdir. Simdi 6rnek olarak Cantor ticliik kiimesini verelim.
Cantor tgliik kiimesi F',, kiimelerinin arakesit kiimesi olarak biliyoruz. Cantor ii¢liik kiimesinin dl¢iimii sifirdir. € > 0
olsun. O halde (%) < ¢ olacak sekilde n vardir. F' < F, ve F, araliklarinin toplam uzunlugu ', = (%)

oldugundan, F ’nin 6l¢timii sifirdir.

Cantor Uigliik kiimesinin sayilamazlig1 i¢in F* Cantor kiimesinin her bir x noktasi tek olarak x = Z 631:;

n=1
seri ile gosterilebilir. Burada her a, ya 0 yada 2 dir ve bdylece gosterilen her x sayisi F dedir 6nermesini
kullaniyoruz. {xi,x2, ...} F nin sayilabilir bir alt kiimesi olsun

seklindeki

X1 = 0.a11a12a13...,
X2 = 0.612161226123...,
X3 = 0.a31a32a33...,

0, am=2 ise
an =
2, am =0 ise
sayisini tanimlayalim. O halde x = 0.aa2as... sayisi 6nermeden F ’dedir fakat yukaridaki listede degildir. Boylece
F ’nin her sayilabilir alt kiimesi F ’deki en az bir reel sayidan eksik olacaktir. Bu F' ’nin sayilamaz oldugunu gosterir.

. N dogal sayilar kiimesiyle es kuvvetli olan her X kiimesine sayilabilir kiime denir. N = {1,2,3,---}. Bir X kiimesinin
sayilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu kiimenin terimleri ikiser farkli bir dizi seklinde gosterilebilir olmasidir
onermesinden Q = {r,}  Oylekin + miginr, # r, dir. A = Qx Q = {(',r") : ¥',r" € Q} yazilirsa

Ap = L{(rp,rm) : m € N} icin 4 = Uy, A, oldugu aciktir. Eger 4, kiimelerinin sayilabilir olduklarini gosterebilirsek,
sayilabilir kiimelerin sayilabilir birlesimide sayilabilir olacagindan 4 kiimesinin sayilabilir oldugunu gostermis
oluruz. n sabit olmak iizere / : 4, - N fonksiyonu f{((7,,7,)) = m ile tanimlanirsa 1 — 1 ve ortendir. n sabit
oldugundan (r,,7n,) # (rs,rx) icin m # k olacagindan f{((rn,7n)) # f((rs, 7)) bulunur yani finjektiftir. f rtendir
¢linkii Vm € Nigin (7,,7,) € A, dir. O halde 4 = Q x Q kiimesi sayilabilirdir.

2.Yol: Q = {r,} ", i¢inn # m iken r, # r, oldugunu biliyoruz. O halde
(r1,r1) — (r1,72) (r1,r3) —
/ / /

(r2,71) (r2,72) (r2,73)
LS e /

(r3,r1) (r3,72) (r3,73)

/ /

siralamast ile Q x Q terimleri ikiser farkli bir dizi seklinde yazilabilirdir. Yani n # n' veyam = m' igin r, # r, veya
rm # 1,y oldugundan Vn,m,n',m' € Nigin (rn,7m) # (rysrm)s Fns¥m) # Fns¥yy) V€ Fnytm) #F (1,1, )dir.



4. B c Yigin

y € fif'(B)] = 3 € f(B)y = flx)

= dx € X,f{x) € B,y = flx)
=flx)=yeB
oldugundan f[f~'(B)] < B dir. Simdi f 6rten oldugundan B — f[f"!(B)] oldugunu gosterelim.

= dx € X,x € f1(B),y = f{x)
= /) € /I By = )

=y e fIf'(B)]

yani B — f[f"'(B)] dir.

5. f(x) = x fonksiyonunun Fourier serisini

y € B = Ortenlikten y = f{x) € B olacak sekilde Ix € X vardur.

=1
2

<x< % ve 0 < x < 1 kiimeleri iizerinde ayr1 ayr1 hesaplayalim.
a, = % Iﬂx)cosnxdx, n=0,1,...

b, = % If(x)sinnxdx, n=12,...
olmak tizere

-

flx) = %ao +> (arcoskx + bsinkx)
k=1
fnin [-r, 7] deki Fourier serisi oldugunu biliyoruz.. Benzer sekilde x' = 2zxdegisken doniisiimiiyle f{x) = 27x igin
L
a, = 2_[ 21 fix)cos2nmxdx, n=0,1,...
2

1
b, = 2J‘21f(x)sin2mrxdx, n=1,2,
2
olmak tizere

k=1

fx) = %ao + Z(ak cos 2krmx + by sin2krx)
yazilabilir.Buradan tek fonksiyonlarin simetrik kiimeler iizerisndeki integralleri sifir oldugundan

1
a, = ZIZ xcos2nrx dx =0, n =0,1,
_% D S
tek
ve
1 L 1
b, = ZJ.  xsin2nmxdy = =2X cos2nmx| © + =2 _[2 cos 2nmxdx
-1 2nr x=—1 2nr -1
%\(—j
=0
1\t
= —nl7/rZ COSNT —% cos(—nrm)= ( ,117)1 ,n=12...
Y \ﬂ_l
D" -1)"
dir. O halde

_ - (GO _ sin2zxx _ sindmx , Sinbmx _
X = kgl = sin2krx = 7 o + i
bulunur. Benzer sekilde 0 < x < 1 igin




1
-1
ay = 2‘[ xdx = x*|_ =1
. _

! 1 !
an = ZI xcos2nmxdy = =2X_sin2nmx| - LJ- sin 2nmxdx
0 0

2nr =0 2NT
L gm0 2 (' 1 )
= 57 sin2nm T .[0 sin2nzxdx = Eyy (cos2nr—1)=0,n=1,2,...
-0 -0
dir.
1 x=1 1
b, = ZI xsin2nmxdx = =2X cos2nmx|  + =2— J. cos 2nmxdx
0 2nw =0 217w Jy
%\(—j
-0
——1c052n7r =1L n=12
T onm 2275 pme T e
=1
oldugundan
_ 1 - =1 _ 1 _1(s sin4zx |, sin6mx
X = 7 +kZ=; = sin2krx 3 T (sm27rx+ 5 + 3 +>
bulunur.

1. Hemen hemen heryerde kavrami: Eger bir 6zellik 6lgiimii sifir olan bir kiime disinda saglaniyor ise o 6zellik hemen
hemen heryerde saglanir denir. Ornegin, eger bir fonksiyonun siireksiz oldugu noktalar kiimesi sifir dl¢iimlii ise o
fonksiyona h.h.h. stireklidir denir. Riemann integrallenemedigi halde Riemann integrallenebilir bir fonksiyona h.h.h.
esit olan fonksiyon Dirichlet fonksiyonudur. D : [0,1] — R Dirichlet fonksiyonu irrasyonelde 0 ve rasyonellerde 1
degerini alsin..Riemann integrallenebilirlik i¢in gerek ve yeter sart fonksiyonun h.h.h. siirekli olmasi1 gerektigini
biliyoruz. Fakat, D(x) in siireksiz oldugu noktalar kiimesi [0, 1] kapal1 araliginin 6l¢timii sifirdan farkli oldugundan
dolayr Riemann integrallenemezdir diyebiliriz. Yada alt ve iist Darboux integrallerinin sirastyla 0 ve 1.olduklarini
gosterebiliriz. O halde D Riemann integrallenemezdir. Fakat {x € [0,1] : D(x) # 0} = [0, 1] N Q sifir Sl¢iimli
oldugundan D(x) = 0 h.h.h. ve f{x) = 0 Riemann integrallenebilirdir Doalyistyla D Riemann integrallenebilir bir
fonksiyona h.h.h. esittir.

0, 0<x< (n
2. fu(x) = n3[(n+1)x-1], (n+l) <x< %, icin igin (f,), d(f,g) = jﬂx) g(x)|dx metrigi i¢in C[0,1] *de
%, L <x<1igin
bir Cauchy dizisidir fakat Riemann integrallenebilir fonksiyonlar i¢inde limiti yoktur.
n>m+1olsun —— < ;- < m+1 < -L dir.
1/n+1 1/n 1/m+1 1/m
d(fuof) = jmx) ol = [ [ [+ [+ f ) = )
0 0 1/n+1 1/n /m+l  1/m
1/n+1 1/n 1/m+1
_ _ 3 11— 1
= | 0=0jdx+ | |n3[(n+1x—1]-0|dx+ 0 |dx +
Jx
0 Un+1 1/n
Um 1
I L—m%[(mjhl)x—l] dx+J- L L ix
Jx X
1/m+1 1/m
. 1/n Um+l olUm .00
m,n - o i¢in I I I integralleri j Oolacagmdan ve ilk ve son integrallerde sifir oldugundan d(f,,fn) - 0
1/n+1 1/n 1/m+1
oldugu gortliir.
limf,(x) = % h.h.h. oldugundan ve f{x) = f siirlt olmadigindan Riemann integrallenebilir degildir.
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